CALCULO
INTEGRAL

Por: Edivar Fernandez Hoyos

INTRODUCCION

Esta guia tiene como objetivo darte una introduccion rapida para que inicies el curso de
Calculo Integral, comprendiendo: ;Qué es? Y ;Como se relaciona? Con tu curso anterior de
Célculo Diferencial, asi como ofrecerte las explicaciones necesarias y los problemas “tipo”
resueltos de manera clara y sencilla que aunadas a las explicaciones dadas en clase por tu
profesor, te permitiran iniciarte rapidamente en la resolucion de integrales inmediatas de
tipo algebraico, trigonomeétrico, exponencial y logaritmico, usando el formulario basico de
integrales asi como el empleo del método de integracion por cambio de variable para
resolver aquellas integrales indirectas que no se ajustan aparentemente a ninguna de
las formulas elementales convenidas.

Los procesos matematicos empleados en la resolucion de integrales requieren de tus
conocimientos basicos de algebra y trigonometria, de tu capacidad deductiva y de tu
trabajo constante.

“Todos los caminos que conducen al conocimiento son intrincados y dificiles pero
representan la mayor aventura que puede tener el intelecto humano”
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CALCULO INTEGRAL

El curso de Célculo Integral aplica los aprendizajes previos de: Algebra, Geometria,
Trigonometria, Geometria Analitica y Céalculo Diferencial, en el estudio significativo de las
funciones y sus diferenciales asi como sus aplicaciones en el célculo de areas de regiones
planas limitadas por curvas y el célculo de volumenes de solidos irregulares, longitudes de
arco y aplicaciones a la fisica del movimiento, trabajo y energia, presién, centroides de masa,
momentos de inercia, etc..

El célculo proporciona a los estudiantes, ingenieros y tecnélogos los conocimientos
necesarios para operar y aplicar funciones matematicas con variable real en el planteamiento y
solucion de situaciones practicas que llegan a presentarse en su ejercicio profesional. La
integracidn se considera un eje fundamental para el planteamiento y desarrollo de conceptos
que permiten entender y asimilar conocimientos de casi todas las areas de la ingenieria y la
tecnologia aplicada, especialmente en la fisica, para finalmente abordar tematicas generales
del saber especifico en el campo profesional.

Objetivo

El objetivo principal de ésta guia es la de permitir al estudiante del nivel medio superior
acceder a los principales conocimientos del Calculo Integral de manera sencilla y practica
permitiéndole aplicar los algoritmos fundamentales para resolver con precision las diferentes
integrales que se presentan en diversos campos del quehacer cientifico y técnico.

En ésta guia dividida en tres partes se presentan problemas “tipo” resueltos de tal modo que
sirvan de apoyo para lograr la solucion de los diferentes problemas propuestos al final de la
misma. Cuenta ademas con un médulo llamado “SOLUCION DE PROBLEMAS PROPUESTOS EN
GUIAS Y PROBLEMAS ESPECIALES” donde encontrara infinidad de problemas resueltos paso a
paso para facilitar el estudio de las técnicas de integracion.

Se tiene también un modulo anexo de la GUIA | conteniendo la solucién “paso a paso* de 114
problemas propuestos, los cuales facilitaran el empleo de los algoritmos bésicos y el uso del
algebra como herramienta de adecuacién de los problemas a los algoritmos sefialados.

DIFERENCIAL DE UNA FUNCION

En el curso anterior de Calculo Diferencial nos enfocamos en el problema de calcular la
Derivada de una funcién y nos preocupamos por encontrar la pendiente de una recta
tangente a la grafica de una funcion cualquiera ,del tipo: y=f(x) en cualquiera de sus puntos en
un cierto intervalo (ab) € R: de éste modo llegamos a la definicion de la derivada f'(x) y
vimos que f’(a) es la pendiente de la recta tangente a la curva en x=a.

Ahora analizaremos la siguiente situacion:
Dada una funcion y=f(x) y un valor inicial de x, digamos xo, encontramos la pendiente de la
recta tangente en [Xo , f(x0)], la cual esta dada por m=f'(x,). La ecuacién de esa recta tangente es

y-f(Xo)=m(X-Xo).

edivarf@gmail.com - www.akre.jimdo.con




CALCULO INTEGRAL

Supongamos que ahora ocurre un cambio en x, de X, a X¢tdx (dx es una cantidad). A ese“
nuevo valor de x corresponden dos valores de y, uno para la curva y=f(x) y otro para la recta
tangente ya encontrada anteriormente.

Hay dos cantidades de interés:

(1) el cambio que ocurre en el valor de f (que llamaremos A y).

(2) el cambio que ocurre en el valor de y para la recta tangente (que llamaremos dy).

De acuerdo con esto definiremos lo siguiente:

Sea y=f(x) una funcién derivable en un intervalo abierto que contiene al nimero X,

La diferencial de x: Es cualquier nimero real diferente de cero (se denota como dx).

La diferencial de y: Se define como dy=f '[x] dx (se denota por dy). Puede decirse que la
diferencial de una funcién es el producto de la derivada de la funcion por la diferencial de su
variable.

INCREMENTOS Y DIFERENCIALES

Para funciones de una variable y=f(x) ,se define el incremento de “y” como Ay =f (x+ Ax)-f (X) y
la diferencial de “y” como: dy=f(x)dx

Ay representa el cambio en la altura de la curva : y=f(x) ,y dy representa la variacionen “y “ a

lo largo de la recta tangente, cuando “ x “ varia en una cantidad.
En la siguiente figura se muestra “df”. y Ax.

A
flxo+Ax) — T
Ay
fixo) [
-
Figura 1: diferencial de una funcion
Observe que : Ay - dy se aproxima a cero mas rapidamente , ya que
Ay—dy f(x+Ax)—f(x)—f(x)Ax _ f(x+Ax)—f(x)
e=———= = —f1(x)
X Ax Ax
e—=0

yalhacer 2% =0 tenemos que

Por lo tanto: Ay=dy +eA
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Donde €~ 9. conforme 4% — 0, “

llustracion de diferenciales

En las siguientes graficas se calculan, para una funcion dada (x2) y un valor dado de x=x0, y

varios valores del "cambio en x" o sea el numero dx (0 x), el cambio en el valor de f(x)
(llamado y)y el valor de dy.

12.5 Pl
10 5
7.5
z
5 deltay dy
2.5 djs; dy : /
_i'-/ 1 2 2 0.5 1 1.5 2
2.5 -1
x=1.0 y=3.0 x=0.5 y=1.25
y-dy=1.0dy=20 y-dy=0.25 dy=1.0
2 1.5
1.6
de 1tk dy de lt%ﬁ dy
0.s 0.7 0.8 0. . 1.1 1.2 1.3
. 0.6
0.6 0.8 1.2 1.4 0.
x=0.33 y=0.778 x=0.25 y =0.5625
y-dy=0111dy=0667  y-dy=0.0625 dy=0.5
1.4
a ltl'tl deltay
R dy .2 dy
0.a 0.9 1.1 1.2 0.8 0.9 1.1 1.2
0.8 0.8
0.6
.6

x=02 y=0.44 x=0.167 y=0.361

y-dy=0.04 dy=04 y-dy=0.0278 dy =0.333

edivarf@gmail.com - www.akre.jimdo.con



~ALCII N INTERDAL

1.3 N Funcién Derivada
1.z - 2 2 s R o
delt?g.rl v Lf(,\‘):.l‘ f (x)= 2x
0.85 0.9 0.9 1.05 1.1 1.15 o. J
0.9 = 3
flix)=-x
0.8 .
X
0.7
x=0.143 y =0.306 x=0.125 y =0.266 N 2
y-dy=002 dy=0286  y-dy=0016 dy=0.25 flx)= sen(2x) I
® cos(Zx)
Lz 1.2
deltagr. delray
1.1 dy 1.1 ay
0.2 0.95 1.05 1.1 0.g 0.95 1.058 1.1
o.o 0.9
0.g
0.8

x=0111 y=0235 x=0.1y=0.21
y-dy=0012dy=0222  y-dy=0.01 dy=0.2

Como habras observado, conforme mas pequefio es dx, mas

cercanos estan los valores de 2V & day, y ésta es una de las
aplicaciones de las diferenciales: aproximar con dy el cambio real de

una funcion (5—"”).

Para valores pequefios de dx , 5."’y es aproximadamente igual a dy.

Por lo tanto, &»= f(xo+dx) - f(x0) aprox. igual a dy, de donde
obtenemos que:
f(xo+dx) = aproximadamente a f(xQ) + dy

Ejemplos del manejo de diferenciales
Veamos algunos ejemplos del célculo de diferenciales:

Y f(x)=3x2+5x -6

2) F(x)m 2
X
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2 F(x)=7%""1 h

%D f(x)=el9%
3) f(x)=In senvx
6) f(x)=log, /x

Utilizando diferenciales para aproximaciones

Consideremos la funcién f(x)=(1/ x)1/2 y dos valores de x : x0=100y x1=96.
Por lo considerado anteriormente tenemos que:

Ay =1(100) - f(96)
f(96) = f(100) - Ay, aproximadamente iguala f(100) - dy
f(96) = f(100) - f '(100) f(96) = f(100)+dy = 55;0 =0.102 ¢lcual es un valoraproximado

dx = f(100) - (100) (96 - 100) 1

El valor exacto de f(96) = es 0.102062
4(5} 12

f{x)=x1;Q ; Xo=100 : x;=06 ; dx = -4

f(xo) = !
10

PN
F09= gz 1= 000

dy = Tx0) dx = 550

ACTIVIDAD I: Ejercicios y problemas de diferencial de una funcién

A.-Calcular la diferencial de las siguientes funciones:

B.-Calcular el incremento del area del cuadrado de 2m de lado,cuando aum
entamos 1mm su lado.

C.-Un cuadrado tiene 2 m de lado. Determinese en cuanto aumenta eléarea del cu
adrado cuando su lado lo hace en un milimetro. Calclulese el error que se comete
al usar diferenciales en lugar de incrementos.

D.-Hallar la variacion de volumen que experimenta un cubo, de arista20 cm, cuan
do ésta aumenta 0.2 cm su longitud.
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E.-Calcula el error absoluto y relativo cometido en el calculo delvolumen de

una esfera de 12.51 mm de diametro, medido con uninstrumento que apreci
a milésimas de centimetro.

F.-Sienlugard ~Y©-%se halla Y0-81-0.9  ;Cualesson lasaproximaciones del error a
bsoluto y relativo?

Antiderivadasy la constante de integracion
Hasta ahora solo nos hemos dedicado a calcular o encontrar la derivada de una sola funcion
cualquiera f(x); es decir f'(x); sin embargo como toda operacion matematica también la
derivacion tiene su inversa que es la integracion indefinida, de este modo se cierra un ciclo
operativo entre la derivacion vy la integracion asi como ocurrié con la multiplicacion y la
division.
Diferenciacion
A

x*+ ¢ 2x
-

Integracion

La operacion de integracion debemos entenderla como un procedimiento algebraico que nos permite hallar

la funcion f(x) cuando solo conocemos su derivada: f1 (x).

Este proceso requiere pensar o trabajar en sentido contrario a como lo hacemos al derivar
por lo cual puede parecer complicado; sin embargo nos vamos a apoyar en nuestras
formulas de derivacion para establecer  un formulario bésico que nos simplifique el
trabajo.

Primero dejaremos claros algunos conceptos:

Para denotar la operacion de integracion usaremos el signo integral: J. al frente de la gxpresion
matematica llamada diferencial de la funcién: f')dX de |a siguinte manera:

j f'(x)dx
A la parte que esta a la derecha del simbolo integral también se llama integrando.
Al resolver una integral obtendremos la funcion primitiva en “x”: F (x) +c, también llamada

o 3 L Fx) +c = f(x) |
antiderivada de la funcion ya que se cumple que dx y de este modo se obtiene

dF(x) +c) = f(x) dx que es el integrando original y donde: “c” es una constante cualquiera
llamada constante de integracion.
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szdx = %4—(3

Cabe destacar que al derivar el resultado de la integracion estaremos comprobando h

esta integracion. Ejemplo:

3
& v 1 > )
Derivando % +c¢ obtendremos. g(3x‘) +0=x"

3

3 ~
'.'di(%) = x’ , de donde el diferencial: d(%+ ¢)=x’dx es elintegrando original.
AW 3

El proceso de integracion es un proceso inverso a la derivacion por lo cual es importante
entenderlo primero con ejemplos sencillos para posteriormente efectuarlo apoyandonos en
un formulario basico obtenido directamente de las formulas de derivacion.

Problema 1. Encuentra una funcion f(x) sabiendo que su derivada es: 2x
Si representamos matematicamente ésta informacion tendremos que: f ’(x)= 2x, por lo que
tendremos que buscar de modo empirico la funcion f(x) =? Cuya derivada sea: 2x

2

dx
La funcién requerida sera f(X):XZ ya que = 2x

. e - D L E
Sin embargo también podremos ver que las funciones: x%-5, x’+1, x> + = X2 -+, satisfacen
nuestro problema, por lo que es la funcion: x?+ ¢ la funcién pedida donde “c” toma los
3 2 , .
valores, -5, +1, + — , -— etc., porlo que el valor “c” es importante tomarlo en cuenta en toda
3 3

integracion indefinida.
Este valor “c” llamado constante de integracion nos permitird encontrar adecuadamente la
funcion primitiva original .Esta constante de integracién corrige la falta de precision 0

“ceguera” de nuestra derivada ya que ella no puede distinguir entre las funciones:
3 2
x2-5 X2+1 ot - 4

j‘2xdx =x’+c

El problema 1 podré escribirse matematicamente de la siguiente forma:

Problema 2: Encuentra una funcién f(x) sabiendo que su derivada es: 2x+5, es decir: f(x)=2x+5

Las funciones que satisfacen este problema son muy variadas y tienen una estructura

. Ry 2+5x+1, x2+5x-3, x“+5x-7, xZ+5x+100
algebraica de facil identificacion; "X X TS XIS, XETEXTIPE v todas ellas

pueden generalizarse como: f(x)= X2+BX+C
Solucion: Como puedes observar aparece nuevamente la constante de integracion ya que:

i(><2+5x+1) = 2x+5 di(x2+5x+100) = 2x+5
X X

d 2

— + N = +

e (X*+5x-3) = 2x+5

9 +5x-L) = 2x45 4 (x245x4c) = 2x45

dx 9 dx

De este modo concluimos que: j(zx +5)dx=x>+5x+c
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Problema 3: Si la derivada de la funcién f(x) es x? ¢.cudl sera la funcion f(x)? “

Analizando los 2 problemas anteriores vemos que el exponente del polinomio resultante era
d n—1

—x" = nx
mayor que el de la derivada conocida por lo que nos puede servir recordar que: ax

La funcion buscada debera tener exponente cubico en x; sin embargo la funcion f(x):x3

d ,

el ol
tendria una derivada algo diferente ala buscada: @x
Sin embargo la constante 3 que sobra podemos eliminarla dividiendo la funcion entre 3 y de
X3

f(x)= 3

este modo tendremos que
i(
Si la derivamos tendremos dx| 3

£ X . =
Lo cual nos da la funcion buscada: f(x)=—_+c¢ considerando también a la constante de
2
integracion ya que como en los dos problemas anteriores tambien existen multiples funciones
que satisfacen dicho problema:

-3 -3
£ 15% rioele
5 3

Actividad 1
A partir de los problemas anteriores encuentra la funcion cuya derivada sea:
a) x°+5x —3
b) 2
c) -1
d) 0
4 3 =
e) X — N E—
f) 5x*
Actividad 2:

A partir de los ejemplos anteriores intenta encontrar una férmula general para hallar la
funcion: f(x) cuya derivada sea:

a) x"

b) ax, siendo a +0

C) a, siendo a una constante

Si analizas las soluciones anteriores observaras que hemos encontrado las primeras formulas de
integracion:
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a X = +c
) j‘ n+1
ax?
b) ‘Yﬂ.\’d\’ = sifge

c) j(.rn'x =

CALCULO INTEGRAL

.

Si aplicamos estas formulas sera mas facil hallar las primitivas en x: f(x), cuando conocemos sus

derivadas.

Ejemplos:
d B . 1_5+l _6

L o)== (xlde=" +c="_+c
ax /() ‘Y 5+1 6
d , : o4 P

2 —fx)=x—> Vx di= +c="—+
dx F)=x ‘[T x 441 € ) &
d 2 441 2.\-5

3 —f(x)=2x*— (2x%dx= +c= tc
dx 7 () j‘ 4+1 5
d _ 52

£ = ) =58x—> {Sxdx= +c
(h_f( ) j

d 8x?
5, —f(x)=-8x— [-8xdxr=-"+c=—_4x* +c¢
ax AC ‘Y 2

¥

d 3x 3x 3x” 3x?
6. —f(x)=—— |\=—dxr="—4+c="+cC
(h'f( ) 4 j‘4 4.2 8

if(\) =5 j'S(fx =5x+c
dx

8. if(.r) =_2— j_zdx =_2x+c¢
dx

d 3 3 5.TJ+1 S.T4
9 _— f(x)=5x" — \|5x’dx= +c= +c
dxf( ) \[ 3+1 4
d y . — ™ —4x 2
10. — f(x)=-4x" — (-4x’dx= +c= +tc=-Zx%+¢
ax AC jl 5+1 6 3
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Si observas los ejercicios: 3, 9,10 observards que el coeficiente de la variable por ser un

constante podemos sacarlo del simbolo integral y hasta después de aplicar la formula de la
integral de una potencia podemos multiplicarlo sin que el resultado se altere y haciendo mas
sencillo el procedimiento; esto lo podriamos indicar con la siguiente férmula:

J"n f'(x)dx=a j‘ f'(x)dx

“La integral de una constante por el diferencial de una funcion cualquiera equivale
a multiplicar la constante por la integral de la diferencial de la funcion”

4 3Ix 4
a) j'—\ dr—— j'\ dx :_O_+C_F+C
6 [
b) ‘Yid\—— jxsdrzgox——kc:x—-kc
De este modo: 5 5 6 5
Para dejar claro el concepto de primitiva, antiderivada, diferencial € integral observa la

siguiente tabla:

Funcion Derivada de la Diferencial de  Antiderivada o integral
S E] funcion la funcion indefinida
f(x) f(x) f " (x)dx j f(x)dx
X° 2x 2x dx X“+C
OX 9 5 dx HhX+te
Tan x Sec’x Sec’x dx Tan x + C
e’ e’ e’ dx e'+c
Cos(x+1) -Sen(x+1) -Sen(x+1)dx Cos(x+1)+c
Sen 5x 5cos 5x 5Cosdxdx Sen 5x+c
Ln |x?| 2 2dx Ln /x“/+c
X X
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Como puedes observar en la Gltima columna se ha obtenido finalmente la antiderivada que es
en realidad la primitiva en x, mas la constante de integracion: C, presente en toda integracion
indefinida.

En la tercera columna aparece la diferencial de la funcion la cual podemos definirla de

manera practica como: Diferencial de una funcion.

“Es el producto de la derivada de la funcién por la diferencial de su variable independiente”
df (x)= f'(x) dx

A partir de este concepto debemos remodelar nuestras férmulas de derivacion y convertirlas

en diferenciales.

Por ejemplo, la derivada de la funcibn senox es coseno x:

- S€nNX — COS X

dx

Pero la diferencial de seno x es el producto del coseno x por el diferencial de la variable x, lo

cual escribiremos finalmente; € sernx = cos xdx
FORMULARIO DE INTEGRACION

Formulas basicas

| j‘dx:HC. “La integral del diferencial de la variable independiente es la variable
misma”
I, Jadk=axte g integral de una constante por el diferencial de la variable es la

constante por la variable misma”

J‘(dzwdv—a‘w} - J‘du+ J"dv— J"dw. La integral de una sumay/o resta de
diferenciales es la suma y/o resta de las integrales de los diferenciales”

n+l

5 X
jx dx = +c . . .

V. n+l1 . “La integral de una potencia es el cociente de la potencia de la
variable incrementada en uno entre la misma potencia incrementada”. Esta regla es
valida para n#1. Esta excepcion a la regla se cubre con la formula Iva

-1 R dx - o
x dx=)—=Inlxtal+c .
IVa. I f-r Ix £ al y en el caso de que el denominador aparezca
como x#a, entonces se emplea la formula:
dx
—=Inlx +al +c
Vb, = *z@

j'af’(x)dx:a J‘f’(x)a'x . _ .

. “La integral de una constante por el diferencial de una
funcion equivale al producto de la constante por la integral”. Esta formula nos indica de
modo practico que toda constante puede ser removida y sacada de la integral.
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A continuacién observaremos las siguientes férmulas

inspeccion podremos establecer otras integrales necesarias.

a. dsenu=cosudu
b. dcosu=-senudu

c. dtanu=sec’udu

d. dcotu=-csc?utanudu

e. secu=secu tanudu

Jfo dcscu=-cscuctgudu

din ‘n _

1

-secu tan udu = tanudu

h. dIn |secu| =
secu

i. dInlecscul= (cscuctguidu) = —ctgdu

J- dIn|secu+tanu/|= ————
secu + tanu

Factorizando en : secutanu+sec’u

fenemos:

|

——osecu(tanu +secu)
secu-+tanu

S.dLn |secu+tan v |=secudu
1
cscu —ctgu
1

k. dLn|csc u-ctg u|

- (secu tanu +sec” u) du

CALCULO INTEGRAL

diferenciales y asi por simple@

sec u (tan u + sec u)

. (—escuctgu —(~csc? u)) du

- (—cscuctgu + csc’ u) du

cscu —crg

Factorizando en : -csc uctgu +csc’u tenemos :

-escu(escu —ctgu)
cscu — crgu

d Ln|csc u-ctgu| =cscudu

cscu(cscu —ctgu)

En: a) Podemos preguntar: ¢ Cual es la funcién cuyo diferencial es cos u du?

Y responder inmediatamente: sen u, lo que equivale a calcular la integral de cos u du y
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CALCULO INTEGRAL

obtener: sen u. «
Asi obtenemos la féormula:

VI. fcos udu =senu +c

En: b) Podemos pasar el signo — al primer miembro y reescribir la férmula como:
d(-cos u) =sen u du

y asi tenemos que:

VIL. fsenu du =-cosu+c

De éste mismo modo operamos en las siguientes ecuaciones diferenciales restantes
obteniendo las férmulas :

VIIL. fsecz udu =tanu +c
IX. fcscz udu = -ctgu +¢
X. J‘seutanudu =secu+c

XI. J‘cscu cotudu = -cscu +c¢

XIlI. J"dfuz Ln/u/+C

u

XII. ftanudu =In/secu/+c

XIV. fctgudu =-Injcscu|+c

Aplicando la propiedad de los logaritmos : niInx =Inx" tenemos :

:Ln\cscu\’l+c=Ln +C =Ln|senu [+c

lescu|

XV. J'secudu:Ln\secu+tanu\+c
XVI. J‘cscudu =Ln|cscu—ctgu |+c

XVII je*dx —e*+c

edivarf@gmail.com - www.akre.jimdo.con



CALCULO INTEGRAL

De éste modo tenemos ya, un formulario basico para resolver muchas integrales de
modo directo.

A continuacion emplearemos estas dieciséis formulas para resolver problemas diversos de
integracion inmediata.
Ejemplos:

Calcular: [5dv

Extrayendo la constante tenemos:SJ.dv y como la integral de una diferencial es la variable
misma entonces tenemos:

5 ja’v =5v+c

2dx

=
3

Calcular: j

2
Si observas, se puede extraer la constante — para dejar solamente jdx cuya solucion es

x+c y de este modo se simplifica el calculo de:

- 2
Y2f{\ =— j‘dv = %.\‘Jrc
2 2 2
2 2
Comprobando tenemos: i(lx) i, i(x) =0 = = —(3_\-) e = y expresandolo
dx 3 3 dx 3 3 Ix 3 3

2 2
como diferencial tenemos : d(zx)=—dx ; que es el integrando original.

2

NOTA: Antes de buscar una formula adecuada para resolver la integral propuesta debes
“limpiar” o simplificar tu integral extrayendo todas las constantes  posibles que
estén multiplicando el diferencial.

v En ciertas ocasiones existen muchas letras involucradas en la integral por lo que no

sabemos con certeza si son 0 no constantes. Un camino seguro para identificar las
atds

constantes consiste en saber cudl es el diferencial de la variable; por ejemplo en: J 3b
v Si observas, la diferencial es ds, por lo tanto como no existe en la integral la letra s

gue deberia ser la variable, entonces las demaés letras: a, b, t deberan ser

constantes y por lo tanto podran extraerse haciendo mas fécil identificar la férmula
j atds  at at ats

— \ds=(—=)s+c=—H+c

que nos ayudaré a integrar: © 30 3b 3b 3b
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v' En algunas ocasiones encontraremos que incluso las clasicas variables : x & 'y
encontradas en la mayoria de las integrales pueden llegar a estar como constantes , h
3xtdw
S5y

como lo puedes ver en el siguiente ejemplo:

El diferencial es de la variable w por lo que las demas literales funcionan en este caso como
3xt 3xt 3xtw
= jdlv =)

ow+e = tc
constantes: YV

Sy Sy

o : : : . J“—3x2rdr = 3%’ J"rdr
En el siguiente ejemplo observamos la misma situacion:
Como t es la variable, no se puede extraer y como tiene exponente 1, emplearemos la

141
2 3
. o o==3x7 \[.fd.f:—.%xz-—+c =-—x’t" +c
integral de la potencia. 1+1 2
Comprobando: Derivando con respecto at:
F .8 5 3 5
L2 ==2x® 2
dar 2 2
%

=-3x%t .'-d(-% 1) ==3x tdt

=

Procedimientos basicos para resolver los problemas de ésta guia.

% Resolucion de Integrales Inmediatas. (Problemas 1 al 30 de la guia) Se consideran
integrales inmediatas a las integrales que tienen la misma forma que las férmulas de
integracion.

En algunos casos se tienen que hacer algunas modificaciones algebraicas elementales para
gue su forma sea la misma y asi se puedan aplicar las formulas de modo directo.
Por ejemplo:

Idx —x+c

. . , . [(:dY:(zId\‘:(zx+c
En las siguientes integrales emplearemos las formulas: J

A continuacion notaras que es conveniente localizar alguna constante dentro de la integral y
extraerla para resolver el problema de manera mas sencilla ya que asi podras identificar mas
facilmente la formula requerida.
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1= J‘3d1r23.|'(?’.\‘:3x+c h

S5dy 5 5y
3. I £ . © Id1‘= L +c
3ad 3ad ’

g 2

2midz 2m> 2m?z
N J. . === I(f.' = —
5n S5n Sn

5. .[ 3xddt = 3.*(.[ df =3xt +c

En éste caso el diferencial es: dt, por lo que la variable deberé ser: t, pero como no existe en
la integral entonces: x funciona como constante, por lo que se aplica la misma formula.

% Integrales que contienen a la variable y su diferencial.

n+1

En estos casos se emplearan las siguientes formulas: fx”n’x = +c¢ para n#-1

n+1

Para n=-1 : ‘[{ldx‘z ﬁ=]u|x|+c=
X

La segunda férmula cubre la excepcion de la primera formula 'y por lo general encontraras en
los formularios de cualquier texto la segunda expresion.

. A continuacion aparecen integrales que presentan constantes que enmascaran el uso

de estas formulas:
RES

2

e T X 5
D bea’.\'::ﬁjxdrzﬁ-—:—x +c
1+1 2
) 2+1 ,\,3
2. IB(:.\"(}’.T =3a|x*dx=3a-— +c=3a-—+c=ax’ +c
241 3
27 -txtdx 2wt . 2Ttx
3 [ - e J‘\A(h‘: _} — 4 :++c’
- Sab Sab Sab 5 25ab
. Cuando la variable esta en el denominador se puede subir al numerador cambiando
el signo a su exponente: _
a 1 a
—=ax" Y — =ax”
& &
3dw . s T 3
4. [ 5 :J‘_m: dw=3- FE= e
T w | 4w
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. Recuerda que en el resultado final los exponentes deben expresarse con signo
positivo.

i . q o 5 ..2+1 5 _.3
3y 3 3 241 9
Ix 1pdx 1

6. i—xzf —\:7]111‘4—0
X s e o i)

7 I3nd}‘ _ 3a i: 3a ]11‘?‘-6-(’
A¢ 44 ¢ 4

; " iy .,
8. Iﬁmm' tdy = JnmJ.‘— = D??.’}}]ll“l-" +c
y

3 Cuando en la integral aparece un radical de la variable entonces debe expresarse como
exponente fraccionario para emplear la formula:

_n+l

Jx” =Y +c para n#-1

n+1
1 %*1 - "
— = %2 x? 2 =
9 J.A\,."xd\':‘l.v?d\’: te="_4c=14x’ +c
. 3 3
R | i
2
3 2 : 5
iz = _ X 3 = 3
10. Jh«._,'x dx':SIx-d\':-» . +C:S-T+c:2x2 Lé={x" +c
3 8
41 —
2 2
gy L
3z 3 ¢dr 3%, 3 z° i 2% 8 e
11 I 3 _ﬁ‘[—z_ 2‘[:‘n’:: T :q,}-T_—zij:H"
catiicd Aad - 3 5 2 3 5
Sa3- a 3 a a _£., 3a : a

+ Integrales casi inmediatas (Problemas 31 al 63)

Son aquellas en las que el integrando estd expresado como una operacion sefialada 6
indicada: producto, cociente 0 potencia, por lo que es necesario realizar estas
operaciones primero para simplificar el integrando y finalmente emplear algunas de las

férmulas basicas para poder integrar.
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Ejemplos:
i A j(x—s)(x +3)dx

Se realiza el producto de los binomios con término comun:

(x—35)(x+3)= x* —2x—15

y finalmente podemos integrar :

3
[Gr=5)(x+3)dx = [(x? —2x—15)x :“T—x2 —15x+c
2 +3x—1 T4+3x-1 —
sl [%dx : Primero se realiza la division : %= X—ljx2 +3x -1
e K
—x”+x
i ; 4x -1
X7+ ax— 3
" dx = X+4+ — dx _
—— € ) Ax+4

3

J.xn'.\‘ + J4dx + J.ild.\' = T; +4x+3 hl‘.\‘ 71‘ +c
_‘\‘_

3. _['(2 —)”dx: Primero se desarrolla el cuadrado del binomio: (2-x)2= 4-4x+x?
y finalmente se podra integrar:

f@x)ax= [(4-4x+x)dx=4 [dx-4 [xdx+ [x’dx=4x—2x" +x/3 +c

¢ Integracion por cambio de variable (Problemas 64 al 114)

Este método permite resolver integrales que no son inmediatas, es decir aquellas cuya
forma es méas compleja y no se parece a las formulas basicas antes vistas.

Al cambiar la funcidn original por una variable sencilla se logra darle a la integral original una
forma mas simple y que se parezca o sea igual a las formulas bésicas. Existen infinidad de
casos diferentes de integrales que pueden resolverse por éste método por lo que se requiere
un conocimiento amplio de las equivalencias algebraicas trigonométricas.

Ejemplo:

3dx . , . ,
I% — = si se sustituye el denominador por la variable utenemos: u=3x-5yla
3x-5

diferencial de la nueva variable sera: du = 3dx

Si observas este valor es el mismo numerador de la integral original por lo que:

s cuya estructura matematica es idéntica a la formula basica
IX—D 2

I 3dx du
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ﬁ:hl‘u‘+( @
u

. — du
Regresando a la variable original tenemos que: J'—= In|3x-5|+c
i

En algunos casos al calcular el diferencial de la nueva variable no se obtiene el
numerador original por lo que se procede de la siguiente forma:

Ejemplo:

= u=x2—5;du=2xdx

J- Axdx
8
Como puedes ver no se obtuvo el numerador original por lo que hay que extraer la

constante de la integral:

el nuevo numerador esta contenido en el du por lo que habra que despejarlo:

du =2xdx .. du/2 =xdx

rfu

\(H = 4J = e ﬂ—2h1‘3{|+(“:2]1]‘\ —3‘+C
u

° 5% .5
Al integrar por cambio de variable debes tomar en cuenta las siguientes sugerencias:

. Tomar como U a la expresion que aparezca dentro de un paréntesis elevado a una
potencia cualquiera. Problemas 64, 65, 84, 101

. Tomar como U a la expresion que aparezca dentro de un radical. Problemas: 66, 71,
73,76, 77
. En algunas formas fraccionarias el denominador completo puede ser U. Problemas:

72,74,75,93,98, 99, 100

En Funciones Trigonométricas:

. Cuando aparece una sola funcién puede tomarse al angulo 6 argumento como U.
Problemas: 69, 78, 79

. Cuando aparece un producto de dos funciones trigpnomeétricas con potencia unitaria,
una de ellas puede ser U. Problemas: 67, 68

. Cuando aparece un producto de dos funciones trigopnométricas y una de ellas

tiene exponente, se toma a ésta como U pero sin el exponente: (Problema 81) a
excepcion de casos como los Problemas 83, 85, 87, 96, 97 ya que: S€¢” t dt gg |g

diferencial de la funcion: tan t. Del mismo modo: -cs¢” 5x dx es el diferencial de 1/5
cot 5x; -2x csc * x’dXes el diferencial de cot X"
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. En muchos casos donde aparece tan x ¢ cot x , también estan presentes sus h
diferenciales en forma directa como :sec? xdx y csc? x dx : Problemas 83, 85, 87,
96, 97, 98, 99, 100, 101 ¢ indirecta (enmascaradas) por alguna identidad como:

dx dx dx dx

ICOS2 X i 1—56?.‘-'2.1‘ . .S'E:F.'E.T ’ l—COSE X por lo que hay que tomar
tanx o cotxcomo U y hacer la transformacion trigopnométrica necesaria para
evidenciar el diferencial de la tangente ¢ la cotangente. Problemas 84, 86

3 En funciones exponenciales se recomienda que U sea el exponente de e: Problemas:
88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 105, 106, 107, 108, 109, 110 Y

. Si  “e” se encuentra en el denominador, se recomienda subirlo al numerador
cambiando el signo de su exponente antes de cambiar la variable: Problemas: 91, 107,
108

. En funciones logaritmicas, U puede ser el logaritmo dado sin exponente y en otros

casos U seria el argumento

ACTIVIDAD FINAL

Resuelve las siguientes integrales inmediatas empleando las reglas y sugerencias
mencionadas en esta guia.

1) [ Sebx = 11) [5zrdr = 21) (22 [1Pay -
2dx

2) J—3xaf1' = 12)-[ P DIy I?rabcdz =

3) JZ_1-(?’,1.‘ _ 13).[5‘;3?13‘;: jjlJ' dr

4} J" —%(f‘\ ; 14).[ 3(.'33 (?T‘rl 24) r:{/{i _

o J ®z ) '[

5) [dr = 15) [2a*~xda = ~1p de _

) |t W)J.(r*rn 23)5.]'3 -
3rrcdt

6) [377dt = 26}I Sar

T}J‘Sf4{ff = 17) I‘—lﬁ’ﬂrf 2?) J‘ v dl':
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—3dt 2(11}0‘1 I -
B 18}_[ 2%) B g
9) JS(M’: = 19) _[\ch: = 20) [, v

17
2 15drt
IO)I 3m’ntdt = 20) jgﬁ =

31)!(x—5)(_x+3}d\‘:

42)]’{2r+1){r—3)dr:

32) J-(x +5)(x+3)dx =

43) I((.f +4)(2a+3)da =

33) I(x —5)(x=3)dx =

44) [(7s =2)(s+3)ds =

34) j(x +5)(x—3)dx =

45) I(Zv +3)(y=3)dy =

35)I(r—5‘)(r+5‘}dr = 46)]’{3r—5)(r+4)dr:
36) [(y+1)(y—1)dy = 47) [Bx=5)(2x+1)dx = 9) [T 7
x+4
37) [(x—10)(x+10)dx = | 48) [(8a+3)(4a~5)da= | 59, JJ-'—S(,, _
¥+
38)](,\ﬁ+1) (Jy-1)dv= | 49) [(1=2x)(3+x)dx = i Ixz x4l
ekl
a3 i) 50) [(5+2)(5—3¢)dt = e TR
%9]][4+3!L4 r,}a”r J 61)I = =

51) [(x—5) dx =

3
62) '[Y—llm -
X —

41) .[(3x—5](’?_x+1}dx:

52) I(3x+1}2dY ~

x? —1
63 qﬁ (f_\‘:
) Ix‘ +x+1
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64) J-:Fﬁnfz(lﬁr3 —S]S(h': 77)J 2w8dt 90)[.\'9 = 103) (Inxdy
\2-4r 1
- 2ddx S « 3y <y
65) h - 78) JS@N J) d}' = 91) “j} = 10_1) mj =
(2 +1) ‘e "xlnx
66) 5,2 Il—fdr: 9) Jcos(ﬁ_v—l)(h-‘: 92).92,!?0{\._ 105) .\/err:
. 5 e~ .
67) [ senycos yely = 80)'[39132.\r dv = No tiene 03) - xe” dy B 106) JXe?_ﬁx:dY:
solucion por éste método Pl
i gl i e e .k r 3y
08) jtaufset (df SI)J.sen X cos X o) {exx-2d = 107) [==
- Vet
2 TV — Ssen Sx dx 4—cacl? e 3xdx
69) [Beos(an-thiv= | gyt (| 10g) [P
" C0s”Ox Y tan3x e’
70) r cos 31 d i 83)[&1113 rsec’ xdr= 96)J'rcscjx2 cot ¥’y = 109) e e =
¢ sen’3t JaET
71) [5x* % ~1dx = ) -(tan3x—5]2d\‘: 97) {SIgS Sxsec’ Swdv= | 110) [ xde =
' D cos’ 3w ' '

) s 85) [ cot 5x ese? Sx dv = [33ec22.\'(h‘ B 1) dr
T+ ; gl e +1
73) [3Wi-3d = ] ML P il 112) i;‘:

vseczsen : I+1gx xinx

74) i, 87).sec2xtml.\'d\*: 100 sec” rdx 113) 2 e

* 5+2.- i J !fg4v - hlf_?x

3 " 3y 2e.

e a'da 88) | ¢ dr = 10sec” Sixcx : -2
75 = . 0]) | —————= | 114) | (3x)4)"* dx=
9 | 20x*dx _ 89):6“’”005.1(({?: 102) j 7‘C?S3~“ &=

] 5 sen-3x

A 2a - 3x
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