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FRASES DE PITÁGORAS

· No despreciéis a nadie: un átomo hace sombra

· Nada perece en el universo; cuanto en él acontece no pasa de meras transformaciones

· Entre dos hombres iguales en fuerza, el que tiene más razón es el más fuerte

· Ayuda a tus semejantes a levantar su carga, pero no a llevarla

· Si se os pregunta: ¿qué es la muerte?, responded: "la verdadera muerte es la ignorancia". ¡Cuántos muertos entre los vivos!

· Con orden y tiempo se encuentra el secreto de hacerlo todo, y de hacerlo bien


	

INTRODUCCIÓN

El programa de la asignatura Matemáticas II tiene el propósito de continuar introducción de los estudiantes de la Licenciatura en Educación Básica con Énfasis en Ciencias Naturales y Educación Ambiental en los fundamentos básicos del área de matemática, pero fortalece fundamentalmente en herramientas de manejo de cálculos integral y diferencial, indispensable para el tratamiento de información de análisis en las ciencias naturales. Como fundamento de otras áreas del programa, permite la adquisición de habilidades y competencias cognitivas necesarias para el análisis y comprensión de fenómenos biológicos, químicos y físicos.

Las matemáticas han sido soporte para los avances científicos y tecnológicos y es una herramienta útil para las distintas disciplinas científicas. Su estudio facilita la adquisición de conocimientos para la interpretación y análisis de problemas por la promoción del pensamiento analítico y el razonamiento lógico.

De acuerdo a estos parámetros, se han seleccionado un conjunto de temas que ayuden a consolidar los conocimientos matemáticos que el estudiante posee y necesita para desarrollar su capacidad crítica e innovadora.

A través de esta asignatura los estudiantes podrán adquirir los conceptos fundamentales del cálculo, herramienta poderosa de las matemáticas y las ciencias aplicadas, que será útil para su formación académica y su desenvolvimiento profesional.



UNIDAD 1.  LÍMITES Y CONTINUIDAD

[bookmark: xlimite]LÍMITE DE UNA FUNCIÓN
La noción de límite de una función en un número (un punto de la recta real) se presentará mediante el siguiente ejemplo: Supongamos que se nos pide dibujar la gráfica de la función
[image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23910.gif]
Para todo punto x ≠ 1 podemos trazar la gráfica por los métodos conocidos por todos nosotros. Ahora, para tener idea del comportamiento de la gráfica de f cerca de x=1, usamos dos conjuntos de valores x, uno que se aproxime al 1 por la izquierda y otro por la derecha. La siguiente tabla muestra los correspondientes valores de f (x).
x se acerca al 1 por la izquierda [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23911.gif]x se acerca al 1 por la derecha

	x
	0,9
	0,99
	0,999
	1
	1,001
	1,01
	1,1

	f ( x )
	2,71
	2,9701
	2,997001
	¿?
	3,003001
	3,0301
	3,31



f (x) se acerca al 3 [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23912.gif]f (x) se acerca al 3
[bookmark: autolink][image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23913.gif]La figura 1 es la gráfica de la función[image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23914.gif] y como podemos observar, en dicha gráfica hay un salto en el punto (1; 3), esto se debe a que la función f no está definida en el número 1. Es de notar que ésta gráfica es la de la función [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23915.gif]menos el punto (1; 3). La función g se obtiene a partir de la función f, factorizando el numerador y simplificando. La discusión anterior conduce a la siguiente descripción informal: Si f(x) se aproxima arbitrariamente a un número L cuando x se aproxima a a por ambos lados, decimos que el límite f(x) cuando x tiende a a es L, y escribimos [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23916.gif]
[bookmark: xdefin]
DEFINICIÓN DE LÍMITE DE UNA FUNCIÓN
Sea f una función definida en todo número de algún intervalo abierto I que contiene a a excepto posiblemente en el número a mismo. El límite de f(x) cuando x se aproxima a a es L, lo cual se escribe como [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23918.gif][image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23919.gif], si para cualquier[image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23920.gif], no importa que tan pequeña sea, existe una [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23921.gif]tal que si [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23922.gif]entonces [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23923.gif]
Esta definición indica que los valores de f(x) se aproximan al límite L conforme x se aproxima al número a, si el valor absoluto de la diferencia [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23924.gif]puede hacerse tan pequeña como se desee tomando x suficientemente cerca de a pero no igual a a.
En la definición no se menciona nada acerca del valor de f(x) cuando x = a; recordemos que la función no necesita estar definida en a para que [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23925.gif]exista.

Ejemplos 1.
1) Utilicemos la definición para demostrar que [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23926.gif]
Como la función está definida en todo intervalo abierto que contiene a 2, entonces podemos utilizar la definición para hacer la demostración.
Se debe demostrar que para cualquier [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23927.gif]existe una [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23928.gif]tal que
si [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23929.gif]entonces [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23930.gif](A)
si [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23931.gif]entonces [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23932.gif]
si [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23933.gif]entonces [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23934.gif]
si [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23935.gif]entonces [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23936.gif]
Entonces, si tomamos [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23937.gif]se cumple la proposición (A). Esto demuestra que [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23938.gif]
Tomando [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23939.gif], [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23940.gif]luego, para esos valores de [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23941.gif]y [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23942.gif]los números x que pertenecen al intervalo abierto [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23943.gif]verifican la proposición(A). En efecto, tomando cualquier x en el intervalo anterior, por ejemplo x = 1,9976 se tiene:
[image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23944.gif]
Entonces [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23945.gif]
Esto verifica la proposición (A) para el valor específico tomado para x.
2) Demostrar usando la definición de límite que [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23946.gif]
Como la función está definida en cualquier intervalo abierto que contenga al 1, excepto en el número 1, podemos aplicar la definición para realizar la demostración. En efecto,
si [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23947.gif]entonces [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23948.gif](B)
si [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23949.gif]entonces [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23950.gif]
si [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23951.gif]entonces [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23952.gif]
si [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23953.gif]entonces [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23954.gif]
si [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23955.gif]entonces [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23956.gif]
Ahora, cuando x se acerca a 1, x +2 se acerca a 3, luego, [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23957.gif]entonces, [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23958.gif]por lo tanto, [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23959.gif]De la proposición (B) se obtiene que, si [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23960.gif]entonces [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23961.gif]Si tomamos [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23962.gif]se cumple la proposición (B), lo que demuestra que [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23963.gif]
[bookmark: xejerc]
Ejercicios propuestos 1.
Demuestre, aplicando la definición que el límite es el número indicado.
1) [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23964.gif]
2) [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23965.gif]
3) [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23966.gif]
4) [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23967.gif]
Con la finalidad de calcular los límites de funciones de una manera más fácil y eficaz, que aplicando la definición, son empleados los teoremas 2.1 al 2.10.

Teorema 1. Límite de una función lineal.
Sea [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23968.gif]donde m y b son dos números reales cualesquiera y, entonces
[image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23969.gif]

Ejemplo 2.
[image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23970.gif]

Teorema 2. Límite de una función constante.
Si c es una constante (un número real cualquiera), entonces [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23971.gif]

Ejemplo 3.
[image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23972.gif]

Teorema 3. Límite de una función identidad.
Sea [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23973.gif], entonces [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23974.gif]

Ejemplo 4.
[image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23975.gif]

Teorema 4. Límite de la suma y de la diferencia de funciones.
Si [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23976.gif]y [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23977.gif], entonces [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23978.gif]

Ejemplo 5.
Sean, [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23979.gif]y [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23980.gif]entonces, [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23981.gif]y
[image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23982.gif]

Teorema 5. Límite de la suma y de diferencia de n funciones.
Si [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23983.gif]entonces: [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23984.gif]

Teorema 6. Límite del producto de dos funciones.
Si [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23985.gif]y [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23986.gif], entonces [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23987.gif]

Ejemplo 6.
Sean, [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23988.gif]y [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23989.gif]entonces, [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23990.gif]

Teorema 7. Límite del producto de n funciones.
Si [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23991.gif]entonces 
[image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23992.gif]

Teorema 8. Límite de la n-ésima potencia de una función.
Si [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23993.gif]y n es cualquier número entero positivo, entonces [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23994.gif]

Ejemplo 7. 
Sea, [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23995.gif]entonces, [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23996.gif]

Teorema 9. Límite del cociente de dos funciones.
Si [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23997.gif]y [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23998.gif], entonces [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image23999.gif]

Ejemplo 8.
Sean, [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24000.gif]y [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24001.gif]entonces, [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24002.gif]

Teorema 10. Límite de la raíz n-ésima de una función.
Si n es un número entero positivo y [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24003.gif], entonces [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24004.gif]con la restricción que si n es par, L > 0.
Ejemplo 9.
Sea, [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24005.gif]entonces [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24006.gif]

Teorema 12. Límite del logaritmo de una función.
Sean: b un número real positivo y distinto de 1, y [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24007.gif]entonces
[image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24008.gif]

Ejemplo 10.
Calcule: [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24009.gif]aplicando el teorema 2.12.
Apliquemos el teorema exigido:
[image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24010.gif]
Sin aplicar el teorema:
[image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24011.gif]

Teorema 11. Unicidad del límite de una función.
Si [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24012.gif]y [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24013.gif]entonces, [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24014.gif]
Este teorema asegura que si el límite de una función existe éste es único.
[bookmark: xinfinit]
Infinitésimo
La función f es un infinitésimo en el punto a si y sólo si [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24015.gif]
Ejemplos 10.
1) La función f (x) = x es un infinitésimo en 0 pues [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24016.gif]
2) La función g (x) = x – 1 es un infinitésimo en 1 porque [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24017.gif]
3) La función h (x) = sen x es un infinitésimo en 0 ya que [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24018.gif]
4) La función m(x) = 4-2x es un infinitésimo en 2 pues [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24019.gif]
5) La función r(x) = cos x es un infinitésimo en [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24020.gif]porque [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24021.gif]

Infinitésimos equivalentes.
Dos infinitésimos en un mismo punto son equivalentes, cuando el límite de su cociente es la unidad.
[image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24022.gif]
Cuando en un límite, un infinitésimo esté multiplicado o dividido se le puede sustituir por otro infinitésimo equivalente. La suma de varios infinitésimos de distinto orden se puede reducir al infinitésimo de menor orden.

Infinitésimos más frecuentes en 0.
[image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24023.gif]
Ejemplos 11.
1) [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24024.gif]
2) [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24025.gif]
3) [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24026.gif]
4) [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24027.gif]
[bookmark: xejerc2]
Ejercicios propuestos 2.
Calcule los siguientes límites:
1) [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24028.gif]2) [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24029.gif]3) [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24030.gif]4) [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24031.gif]5) [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24032.gif]
6) [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24033.gif]8) [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24034.gif]9) [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24035.gif]10) [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24036.gif]11) [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24037.gif]12) [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24038.gif]13) [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24039.gif]


Límite por la izquierda.
Sea f definida en cada número del intervalo abierto [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24040.gif]El límite de f (x), cuando x se acerca al número a por la izquierda es L, lo cual se escribe [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24041.gif]si para cualquier [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24042.gif]sin importar que tan pequeña sea, existe una [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24043.gif]tal que si [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24044.gif]entonces [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24045.gif]

Límite por la derecha.
Sea f una función definida en cada número del intervalo abierto [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24046.gif]El límite de f(x), cuando x se acerca al número a por la izquierda es L, lo cual se escribe [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24047.gif]si para cualquier [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24048.gif]sin importar que tan pequeña sea, existe una [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24049.gif]tal que
si [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24050.gif]entonces [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24051.gif]

Teorema 12.
El [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24052.gif]existe y es igual a L, si y sólo si, [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24053.gif]y [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24054.gif]existen y son iguales a L.
[image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24055.gif]
[bookmark: xfuncion]
Funciones que crecen sin límite
Sea f una función definida en algún intervalo abierto que contiene al número a, excepto posiblemente en a mismo. La función f (x) crece sin límite, cuando x se aproxima al número a, lo cual se escribe [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24056.gif]si para cualquier N > 0 existe una [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24057.gif]tal que:
[image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24060.gif]si [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24058.gif]entonces f (x) > N

Ejemplo 13.
Supongamos que f es la función definida por [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24059.gif]La gráfica de esta función se muestra en la figura siguiente.
El comportamiento de la función f es que crece sin límite cuando x se acerca al número cero por la izquierda o por la derecha. Cuando esto sucede decimos que el límite de f(x) es menos infinito cuando x tiende al número 0, lo que se indica mediante la siguiente notación: [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24061.gif]

Funciones que decrecen sin límite.
Sea f una función definida en algún intervalo abierto que contiene al número a, excepto posiblemente en a mismo. La función f (x) decrece sin límite, cuando x se aproxima al número a, lo cual se escribe [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24062.gif]si para cualquier N < 0 existe una [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24063.gif]tal que si [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24064.gif]entonces f (x) < N

Ejemplo 14.
Supongamos que f es la función definida por la ecuación [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24065.gif]La gráfica de f se muestra en la figura 3.

[image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24066.gif]A partir de la gráfica se observa que el comportamiento de la función f es que decrece sin límite cuando x se acerca a "0" por la izquierda o por la derecha. Este comportamiento lo expresamos diciendo que el límite de f (x) es menos infinito cuando x tiende a cero, lo que se escribe de la siguiente manera: [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24067.gif]
Ahora consideremos la función h definida por la ecuación [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24068.gif]La gráfica de h se presenta en la figura 4.

[image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24069.gif]El comportamiento de h cuando x se acerca al número 1 por la izquierda es diferente a su comportamiento cuando x se acerca al 1 por la derecha. Cuando se acerca al 1 por la izquierda h(x) decrece sin límite, mientras que cuando x se acerca al 1 por la derecha h(x) crece sin límite.
Estos comportamientos de h lo escribimos de las siguientes maneras: [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24070.gif]y [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24071.gif]
Ejemplos 15.
Determine el límite analíticamente y apoye la respuesta trazando la gráfica de la función.
1) [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24072.gif]
[image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24075.gif]Solución: [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24073.gif]
La gráfica de la función [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24074.gif]es mostrada a continuación.

En la gráfica se observa que cuando x se acerca al número 2 por la derecha g(x) crece sin límite.
2) [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24076.gif]
[image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24079.gif]Solución[image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24077.gif]
La gráfica de la función [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24078.gif]es mostrada en la figura 6.

Observemos que f (x) decrece sin límite cuando x se acerca al 0 por la izquierda.
3) [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24080.gif]
Solución: [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24081.gif]
[image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24083.gif]La gráfica de la función [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24082.gif]se muestra en la figura 7:

Observando la gráfica podemos verificar que cuando x se acerca al número -2 por la derecha, f (x) decrece sin límite.
[bookmark: xlimiteindeterm]
Límites indeterminados.

A. La forma indeterminada [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24084.gif]
Si f y g son dos funciones tales que [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24085.gif]y [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24086.gif]entonces la función [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24087.gif]tiene la forma indeterminada [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24088.gif]en a.
La manera de resolver los límites indeterminados [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24089.gif]será explicada mediante dos:
Ejemplos 16.
1) Calcular [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24090.gif]
Se tiene que [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24091.gif]y [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24092.gif]entonces, [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24093.gif]
Para eliminar la indeterminación, factorizamos el numerador y el denominador, simplificamos y resolvemos el límite obtenido, así:
[image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24094.gif] Por lo tanto, [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24095.gif]
2) Calcular [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24096.gif]
Aquí tenemos:
[image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24097.gif]y [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24098.gif]luego, [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24099.gif]
En éste caso procedemos de la siguiente manera: multiplicamos el numerador y el denominador por la conjugada de [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24100.gif]dicha conjugada es: [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24101.gif]luego se resuelve el límite resultante, así:
[image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24102.gif]
Por lo tanto, [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24103.gif]

B. La forma indeterminada [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24104.gif]
Si f y g son dos funciones tales que [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24105.gif]y [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24106.gif]entonces la función [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24087.gif]es indeterminada con la forma [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24107.gif]
La forma de resolver éstos límites será explicada mediante dos ejemplos.
Ejemplos 17
Calcular [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24108.gif]
Es evidente que [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24109.gif]y [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24110.gif]por lo tanto, [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24111.gif]Para resolver éste límite dividimos el numerador y el denominador entre la x de mayor exponente, así:
[image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24112.gif]por lo tanto, [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24113.gif]
2) Calcular [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24114.gif]
En este caso [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24115.gif]y [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24116.gif], por lo tanto, [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24117.gif]Para resolver, dividamos el numerador y el denominador entre [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24118.gif]pues éste es la potencia de x de mayor exponente, así:
[image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24119.gif]
Por lo tanto, [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24120.gif]

C. La forma indeterminada [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24121.gif]
Si f y g son dos funciones tales que [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24122.gif]y [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24123.gif]entonces la función [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24124.gif]es indeterminada de la forma [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24125.gif]La manera de resolver éstos límites será explicado con ejemplos.
Ejemplos 18
1) Calcular [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24126.gif]
Como[image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24127.gif]y[image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24128.gif]entonces,[image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24129.gif]Para resolver éste límite racionalizamos, así:
[image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24130.gif]
Hemos transformado el límite en otro indeterminado de la forma [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24131.gif]que se resuelve dividiendo el numerador y el denominador entre x, así: [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24132.gif]
Por lo tanto, [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24133.gif]
2) Calcular [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24134.gif]
Como:
[image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24135.gif]y [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24136.gif]entonces, [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24137.gif]
Para resolver éste límite racionalizamos, así:
[image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24138.gif]
El límite se transformó en otro indeterminado de la forma [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24139.gif]que se resuelve dividiendo el numerador y el denominador entre la potencia de x de mayor exponente, que en el caso que nos ocupa es [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24140.gif]así:
[image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24141.gif]
Por lo tanto, [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24142.gif]

[image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24150.gif]Teorema 23. Teorema de estricción o del encaje.
Si [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24143.gif]para todo x en un intervalo abierto que contiene a a, excepto en el propio a y si [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24144.gif][image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24145.gif]entonces [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24146.gif]
Ejemplo 2.19.
Sean f, g y h las funciones definidas por [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24147.gif]y [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24148.gif]
Las gráficas de estas funciones están trazadas en la figura 8.
[image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24149.gif]
Las gráficas de h, f y g son parábolas que tienen sus vértices en el punto (3; 2). Las tres funciones están definidas en x = 3. También se observa que [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24151.gif]Además, [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24152.gif]y [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24153.gif]Por lo tanto, de acuerdo al teorema de estricción [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24154.gif]
[bookmark: xejerc3]
Ejercicios propuestos 3
Calcule los siguientes límites.
1) [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24155.gif]           2) [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24156.gif]               3) [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24157.gif]        4) [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24158.gif]
5) [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24159.gif]
6) [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24160.gif]recuerde que: [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24161.gif]
7) [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24162.gif]recuerde que: [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24163.gif]
8) [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24164.gif]                   9) [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24165.gif]                    10) [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24166.gif]
11) [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24167.gif]          12) [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24168.gif]           13) [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24169.gif]
Dadas las funciones indicadas, calcule el límite señalado si existe, sino existe establezca la razón.
14) [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24170.gif]
[image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24171.gif]
15) [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24172.gif]
[image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24173.gif]
Utilice el teorema de estricción para determinar el límite.
16) [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24174.gif]si [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24175.gif]para toda x
17) [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24176.gif]dado que [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24177.gif]para toda x en el intervalo [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24178.gif]
18) [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24179.gif]dado que [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24180.gif]para toda x en el intervalo [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24181.gif]
[bookmark: xcontin]
CONTINUIDAD DE UNA FUNCIÓN.
[image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24185.gif]
Función continua en un número.
Una función f es continua en un número a si y sólo si se satisfacen las tres condiciones siguiente:
f (a) existe;
[image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24182.gif] existe; [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24183.gif]
Si por lo menos una de estas tres condiciones no se cumple en a, entonces se dice que la función f es discontinua en a.

Ejemplos 20.
1) La función definida por [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24184.gif] es discontinua en 2, pues dicha función no está definida en el 2. Veamos cómo es su comportamiento gráficamente, mostrado en la figura 9.
La gráfica muestra un salto en el punto (2; 4), esto se debe a la discontinuidad de la función en x= 2, por lo tanto, f(2) no existe. Observando la gráfica se sospecha que [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24186.gif]existe y es igual a 4.
Veamos si esto es cierto:
[image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24187.gif]
Cuando una función f presenta las características anteriores, es decir, no está definida en un número a pero [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24188.gif]existe, se dice que f presenta una discontinuidad removible o eliminable, porque si f es redefinida en a de manera que [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24189.gif]la nueva función es continua en a. Si una discontinuidad no es removible se dice que es una discontinuidad esencial.
[image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24195.gif]La discontinuidad de la función [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24190.gif]es removible, porque si se redefine en 2, se obtiene la siguiente función: [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24191.gif]
La función F es continua en 2, puesto que, [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24192.gif]   y [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24193.gif]
2) Sea g la función definida por [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24194.gif]La gráfica de la función es mostrada en la figura 10.
La gráfica de g se rompe en el punto donde [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24196.gif]pues la función no está definida en dicho punto. Además, [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24197.gif]y [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24198.gif]luego, [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24199.gif]no existe. Por lo tanto,
i) [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24200.gif]no está definida.
[image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24205.gif]ii) [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24201.gif]no existe.
Entonces, la función g es discontinua en [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24202.gif]y la discontinuidad es esencial porque [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24203.gif]no existe. La discontinuidad de éste ejemplo recibe el nombre de discontinuidad infinita.

3) Sea h la función definida por 
[image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24204.gif]
La gráfica de h es mostrada en la siguiente figura:
Veamos que sucede con las condiciones de continuidad de la función h en x = 2.
i) g(2) = 3
ii) [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24206.gif]y [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24207.gif], por lo tanto, [image: http://www.monografias.com/trabajos59/limite-continuidad-funciones/Image24208.gif]no existe.
Como la condición ii) no se cumple, h es discontinua en 2. La discontinuidad es infinita, y desde luego esencial.
[bookmark: xbibl]


UNIDAD 2.  DERIVADA 

En términos poco rigurosos, una derivada puede ser vista como cuánto está cambiando el valor de una función en un punto dado (o sea su velocidad de variación); por ejemplo, la derivada de la posición de un vehículo con respecto al tiempo, es la velocidad instantánea con la cual el vehículo está viajando.
La derivada de una función es un valor de entrada dado que describe la mejor aproximación lineal de una función cerca del valor de entrada. Para funciones de valores reales de una sola variable, la derivada en un punto representa el valor de la pendiente de la recta tangente a la gráfica de la función en dicho punto. En dimensiones más elevadas, la derivada de una función en un punto es la transformación lineal que más se aproxima a la función en valores cercanos de ese punto. Algo estrechamente relacionado es el diferencial de una función.
El proceso de encontrar una derivada es llamado diferenciación. El teorema fundamental del cálculo dice que la diferenciación es el proceso inverso de la integración en funciones continuas.

REGLAS DE DERIVACIÓN

[image: ]
[image: ]

Aplicaciones de la Derivada: La derivada tiene una gran variedad de aplicaciones además de darnos la pendiente de la tangente a una curva en un punto. Se puede usar la derivada para estudiar tasas de variación, valores máximos y mínimos de una función, concavidad y convexidad, etc.
Ejemplo: Encuentre los máximos y mínimos de la ecuación   [image: aplica11]
Por el criterio de la primera derivada. Obtenemos la primera derivada de la función: [image: aplica12] 
Encontrando las raíces para la primera derivada tenemos: [image: aplica13]
Por lo tanto tenemos algún máximo o mínimo en el punto x=0, para determinar si es un máximo o un mínimo tendremos que valuar la pendiente antes y después de cero, es decir, en sus vecindades de este punto. 
Evaluando en y´(-0.01) tenemos: y´(-0.01)= -0.004 
Evaluando para x después de cero tenemos: y´(0.01)= 0.004,  como la derivada alrededor de cero cambia de positivo negativo a positivo por tanto tenemos un mínimo local en (0,0).

Teorema del Valor Medio
Si f es continua en el intervalo cerrado [a,b] y derivable en el intervalo abierto (a,b) existe al menos un número c tal que: [image: ]".

· Ejemplo: [image: ]
(a+h)=hf'[a+t(b-a)]+f(a)
 
En nuestro caso sea f(x)=ln(x) x para  con a=1 y h=x2. Como x2 es siempre positivo, el logaritmo se puede calcular para todo x y la función es continua para todo x. También es derivable en todo valor real siendo la derivada: [image: ]
Aplicando el teorema: [image: ], 
Pues f(1)=ln 1=0
 Y como para x distinto de cero: [image: ]
Dado que la  penúltima fracción es igual a ln(1+x2), queda finalmente: [image: ] Como queríamos probar.

1. Teorema de Rolle
Suponiendo que f es continua en el intervalo cerrado [a,b] y derivable en el intervalo abierto (a,b). Si f(a) = f(b), existe al menos un número c entre a y b tal que: F’(c)= 0

· Ejemplo: f(x)=x3+ 4x2-7x-10   en el intervalo [-1, 2]
f'(x)=3x2+ 8x-7
f(-1)=(-1)3+4(-1)2-7(-1)-10=-1+4+7-10=0
 f(2)=23+4.22-7.2-10=8+16-14-10=0
Se cumplen por tanto las hipótesis del teorema y ha de existir un c tal que:
 
[image: ]
Donde hay que despreciar la segunda solución por no pertenecer al intervalo considerado.

2. Teorema de Cauchy
Sean f(x) y g(x) dos funciones continuas en [a, b] y derivables en ]a, b[, tales que sus derivadas no se anulan simultáneamente en ningún punto de ]a, b[ y g(b) es distinto de g(a). Entonces existe, al menos, un punto c del intervalo [a,b], tal que: [image: ]"
· Ejemplo:   f(x)= sen x                 y              g(x)= 1+ cos x            en [image: ]
f'(x)= cos x            y                 g'(x)= 1- sen x
Las derivadas de f(x) y g(x) se anulan simultáneamente  en x=[image: ]pero dicho punto no pertenece al intervalo abierto [image: ] y como además: [image: ]
Se cumplen todas las hipótesis del teorema y podemos aplicar la relación que en el enunciado del mismo se da para encontrar el valor de c, es decir:
[image: ]
 Perteneciendo ambos valores al intervalo es estudio y siendo, por tanto, válidos ambos.

TALLER DERIVADAS

[image: ]
[image: ]

[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]

3. INTEGRAL

La integración es un concepto fundamental de las matemáticas avanzadas, especialmente en los campos del cálculo y del análisis matemático. Básicamente, una integral es una suma de infinitos sumandos, infinitamente pequeños.
El cálculo integral, encuadrado en el cálculo infinitesimal, es una rama de las matemáticas en el proceso de integración o antiderivación, es muy común en la ingeniería y en la matemática en general y se utiliza principalmente para el cálculo de áreas y volúmenes de regiones y sólidos de revolución.
Fue usado por primera vez por científicos como Arquímedes, René Descartes, Isaac Newton, Gottfried Leibniz e Isaac Barrow. Los trabajos de este último y los aportes de Newton generaron el teorema fundamental del cálculo integral, que propone que la derivación y la integración son procesos inversos.

1. Integrales Indefinidas
Se llama integral indefinida de una función f(x), al conjunto de todas las funciones primitivas de la función f(x), y se simboliza [image: ]
Esta expresión se lee «integral de efe de equis diferencial de equis».
Por las propiedades de la función primitiva, si F(x) es una primitiva de f(x), [image: ] Donde C representa una constante llamada constante de integración.
Ejemplo: [image: 54-1-p-Solinm1]

2. Integrales definidas
Se llama integral definida de la función f(x) 0 entre a y b (a estos dos valores se les denomina límites de integración), al área de la porción de plano limitada por la gráfica de la función, el eje X y las rectas paralelas x = a y     x = b.                         [image: IMG00005]

REGLAS DE INTEGRACIÓN
1. Integración por partes: [image: ]
2. Cambio de variables:  [image: ]
La naturaleza inversa de la integración y la derivación puede verificarse sustituyendo [image: f]por [image: F']en la definición 
de integral indefinida, con lo que se obtiene:  [image: \int F'(x)\;dx=F(x)+C]
Además, si[image: \int f(x)\;dx=F(x)+C], entonces [image: \frac {d}{dx}\left [ \int f(x) \; dx\right ]=f(x)]
Estas dos ecuaciones permiten obtener teoremas de integración directamente de los teoremas de derivación, como se muestra en la siguiente tabla. 

PASOS PARA INTEGRAR UNA FUNCIÓN 
Una vez con estas fórmulas básicas de integración, si no percibimos de inmediato como atacar una integral específica, podemos entonces seguir la estrategia de cuatro pasos que describiremos a continuación: 

1. Simplifique el integrando, si es posible: A veces, si se emplea el algebra o identidades trigonométricas se podrá simplificar el integrando y el método de integración será mas obvio. A continuación presentamos algunos ejemplo: [image: \int \sqrt{x}{(1 + \sqrt{x})}\;dx = \int \sqrt{x} + x}\;dx] 
2. Vea si hay una sustitucion obvia: Se debe tratar de encontrar alguna función, [image: u = g{(x)}], en el integrando, cuya derivada, [image: du = g'{(x)}\;dx]también este presente, sin importar un factor constante; por ejemplo, en la integral: [image: \int \frac{x}{x^2 - 1}\;dx]
observamos que si [image: u = x^2 - 1], entonces [image: du = 2x\;dx], por consiguiente, usamos la sustitución [image: u = x^2 - 1], en lugar de las fracciones parciales. 
TABLA DE INTEGRALES INMEDIATAS
[image: ]
[image: ]

Tabla de Derivadas e Integrales

	Función
	Derivadas
	Integrales

	y = c
	y' = 0
	c.x

	y = c.x
	y' = c
	c.x2/2

	y = xn
	y' = n.xn-1
	xn+1/n+1

	y = x-n
	y’ = -1/(n.xn-1)
	x-n+1/-n+1

	y = x½
	y’ = 1/(2.x½)
	2.x3/2/3

	y = xa/b
	y' = a.x(a/b)-1/b
	x(a/b)+1/[(a/b)+1]

	y = 1/x
	y' = -1/x2
	ln x

	y = sen x
	y' = cos x
	-cos x

	y = cos x
	y' = -sen x
	sen x

	y = tg x
	y' = 1/cos2x
	-ln cos x

	y = cotg x
	y' = -1/sen2x
	ln sen x

	y = sec x
	y' = sen x/cos2x
	ln (tg ½.x)

	y = cosec x
	y' = -cos x/sen2x
	ln [cos x/(1 - sen x)]

	y = arcsen x
	y' = 1/(1 - x2)½
	x.arcsen x + (1 - x2)½

	y = arccos x
	y' = -1/(1 - x2)½
	x.arccos x - (1 - x2)½

	y = arctg x
	y' = 1/(1 + x2)
	x.arctg x - ½ln (1 + x2)

	y = arccotg x
	y' = -1/(1 + x2)
	x.arccotg x + ½ln (1 + x2)

	y = arcsec x
	y' = 1/[x.(x2 -1)½]
	 

	y = arccosec x
	y' = -1/[x.(x2 – 1)½]
	 

	y = senh x
	y' = cosh x
	cosh x

	y = cosh x
	y' = senh x
	senh x

	y = tgh x
	y' = sech2x
	ln cosh x

	y = cotgh x
	y' = -cosech2x
	ln senh x

	y = sech x
	y' = -sech x.tgh x
	 

	y = cosech x
	y' = -cosech x.cotgh x
	 

	y = ln x
	y' = 1/x
	x.(ln x - 1)

	y = logax
	y' = 1/x.ln a
	x.( logax - 1/ln a)

	y = ex
	y' = ex
	ex

	y = ax
	y' = ax.ln a
	ax/ln a

	y = xx
	y' = xx.(ln x + 1)
	 

	y = eu
	y’ = eu.u’
	 

	y = u.v
	y' = u'.v + v'.u
	òu.dv + òv.du

	y = u/v
	y' = (u'.v - v'.u)/v2
	 

	y = uv
	y' = uv.(v'.lnu + v.u'/u)
	 

	y = lnuv
	y’ = (v’.u.lnu - u’.v.lnv)/v.u.ln2u
	 



TALLER INTEGRALES
A. INTEGRALES INDEFINIDAS
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]




B. 
INTEGRACIÓN POR PARTES
[image: ]
[image: ]


[image: ]
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